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The multitude of periodic functions, which is determined by the motion of a point on closed
symmetric ﬂat curves of the one-parametric family is constructed. These functions are obtained
by the calculation of Cartesian coordinates of the point as functions of the arc length of a line.
The 2pi-periodic functions which diﬀer from classical ones by the sign of curvature at every
point of their existence are discovered.
1. Геометрична симетрiя часто зустрiчається в об’єктах неживої i живої природи. В хiмiї
та мiнералогiї симетрiя вiдображається геометричною конфiгурацiєю молекул та криста-
лiв [1, 2]. Явище фiлотаксису, дзеркальної та радiальної симетрiї є предметом моделювання
розвитку живих об’єктiв iз застосуванням сучасних математичних методiв [3, 4]. Особливi
прояви симетрiї спостерiгаються в множинi елементарних частинок атомного ядра, кожна
з яких має свiй антисиметричний об’єкт — античастинку [5]. Перiодичнi рухи матерiальних
систем також можуть бути прикладом динамiчної симетрiї, де враховується час як коорди-
ната подiї. Теорiя перiодичних та квазiперiодичних рухiв є найбiльш розробленою в сучасно-
му динамiчному аналiзi коливальних та небесно-механiчних систем [6–11]. Конструктивним
апаратом дослiдження циклiчних рухiв фiзико- та небесно-механiчних об’єктiв є коловi та
сферичнi функцiї. Проте об’єкти i процеси земної механiки потребують застосування також
перiодичних функцiй неколової природи. Це перш за все об’єкти мiнералогiї, житлового
i промислового будiвництва. Значною мiрою це стосується спецiальних об’єктiв машино-
будування, створюваних за технологiями типу “Стелс”, зовнiшня поверхня яких з метою
непомiтностi для радарiв є плоско-ребристою. Для моделювання поверхонь таких об’єктiв
можуть стати в нагодi недиференцiйованi перiодичнi функцiї, заданi на негладких замкне-
них лiнiях, якими є многокутники. Адекватне моделювання процесiв руху вiброударних
систем досягається також iз застосуванням перiодичних функцiй неколової природи [12, 13].
В пропонованiй роботi побудована множина перiодичних функцiй, що визначаються
однопараметричною множиною симетричних з групою L44РС замкнених траєкторiй руху
точки на площинi. При одиничному значеннi параметра множини iснує єдина траєкторiя
у формi ромбоквадрата, яка породжує функцiї мiнiмального перiоду бажаної структури
для застосування в будiвельнiй архiтектурi, спецiальному машинобудуваннi та кристало-
графiї [12, 13].
2. Спосiб зображення руху точки по замкненiй симетричнiй траєкторiї. Роз-
глянемо на площинi множину замкнених лiнiй, що задаються рiвнянням
|x|p + |y|p = 1, (1)
де p — дiйсне число, 0 < p < ∞. Звiдси видно, що |x|, |y| 6 1. Рiвняння (1) не змiнюється
вiд замiни x на ±y. На рис. 1 зображенi замкненi кривi (1) для п’яти рiзних значень па-
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Рис. 1. Замкненi лiнiї групи симетрiй L44PC:
1 — квадрагл; 2 — коло; 3 — ромбоквадрат; 4 — антиколо; 5 — антиквадрагл
раметра p. Лiнiями симетрiї цих кривих є осi Ox, Oy декартової системи координат Oxy
та лiнiї y = ±x, якi є iзогональними для множини кривих (1). Отже, лiнiї (1) дiйсно на-
лежать до класу симетрiї з групою L44РС. При p = 2 рiвняння (1) описує одиничне коло,
яке належить класу симетрiї порядку L∞. Вся множина кривих (1) роздiляється лiнiєю
при p = 1 (ромбоквадратом) на двi пiдмножини: екстраромбiчнi при p > 1 та iнтроромбiчнi
при p < 1. Вони вiдрiзняються характером орiєнтацiї їх дотичних при обходi кривих проти
годинникової стрiлки. У першому випадку цi дотичнi повертаються на один оберт проти
годинникової стрiлки, а в другому — за годинниковою стрiлкою. Як наслiдок, рiзка вiдмiн-
нiсть кута α = arctg(dy/dx) нахилу дотичних до кривих множини (1). Для p > 1 маємо
α = pi/2 при x = ±1 i α = 0 при x = 0. Подiбну орiєнтацiю дотичних має коло. При p≫ 1 цi
лiнiї за формою наближаються до квадрата зi згладженими кутами та з периметром P ≈ 8,
яку назвемо “квадрагл”. Для p < 1, навпаки, α = 0, коли x = ±1 i α = pi/2 при x = 0.
Для малих значень параметра p≪ 1 форма лiнiй прямує до загостреної астроїди з периме-
тром як у “квадрагла”: P ≈ 8. Цю лiнiю назвемо “антиквадрагл”. Лiнiя 4 (p ≈ 0,5615) має
довжину, рiвну 2pi, назвемо її “антиколо”. При p = 1 маємо ромбоквадрат, а при p = 2 —
коло.
Оскiльки точка на лiнiях (1) площини Oxy має один ступiнь свободи, як узагальнену
координату виберемо довжину дуги (шляху) σ, що проходить точка в напрямку проти руху
годинникової стрiлки. Початок вiдлiку довжини шляху виберемо в точцi y = 0, x = 1. При
проходженнi траєкторiй (1) за стрiлкою годинника параметр σ будемо вважати вiд’ємним.
Обчислимо довжину замкнених лiнiй (1). При одиничнiй швидкостi руху довжина цих лiнiй
визначає перiод обертання точки по замкненiй траєкторiї. Тому шукану довжину будемо
позначати через T = T (p) i обчислимо її як контурний iнтеграл за лiнiєю (1)
T =
∮
dσ, dσ =
√
dx2 + dy2.
Беручи до уваги симетрiю замкнених лiнiй, маємо
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Рис. 2. Графiк залежностi T (p)
T = T (p) = 4
1∫
0
K(x, p) dx,
K(x, p) =
dσ
dx
=
√
[(1 − |x|p)1/p−1|x|p−1]2 + 1.
(2)
При p = 1 знаходимо T (1) = 4
√
2. Для всiх p 6= 1 iнтеграл (2) не є власним. При p > 1,
x = ±1 (p < 1, x = 0) пiдiнтегральна функцiя має розрив другого роду. Коли p = 2, iнте-
грал (2) обчислюється у формi трансцендентного числа T (2) = 2pi, що вiдповiдає довжинi
кола одиничного радiуса. В усiх iнших випадках iнтеграл формули (2) може бути вираху-
ваний числовим способом.
Для отримання високоточних результатiв необхiдно виключити точки розриву з iнтер-
валу iнтегрування. Скористаємося симетричнiстю лiнiй (1) вiдносно прямої y = x. Ця пряма
дiлить дуги траєкторiй (1) в першому i третьому квадрантi на рiвновеликi дуги в точках,
що мають абсциси x = ±x∗ = ±(1/2)1/p = y∗. Отже, при p > 1 маємо T (p) = 8
x∗∫
0
K(u, p) du,
а при p 6 1 — T (p) = 8
1∫
x∗
K(u, p) du.
З рис. 1 неважко переконатись, що мають мiсце граничнi спiввiдношення lim
p→∞
T (p) =
= lim
p→+0
T (p) = 8.
На рис. 2 наведено графiк лiнiї T (p), що має асимптоту T = 8 i точку мiнiмуму, де
dT
dp
∣∣∣∣
p=4
√
2
= 0. Усi лiнiї, паралельнi осi абсцис цього графiка при 8 > T > 4
√
2, перетинають
криву T (p) у двох точках, якi будемо називати еквiперiодними. Еквiперiодним точкам вiдпо-
вiдають замкненi лiнiї (1) однакової довжини. Координати yp = y(σ, p), xp = x(σ, p), обчис-
ленi як функцiї довжини траєкторiї (1), позначимо через yp(σ) = sip(σ), xp(σ) = cos ip(σ).
При русi точки по лiнiях (1) σ = σ(t), де t — параметр часу. Отже, цi функцiї є перiодич-
ними з перiодом Tp = T (p)
sip(σ) = sip(σ + Tp), cosip(σ) = cosip(σ + Tp).
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Будемо називати їх p-гармонiками. Вводимо також функцiю p-тангенса tap(σ) = sip(σ)/
/ cosip(σ). Ця функцiя має перiод Tp/2, тобто tap(σ) = tap(σ + Tp/2). Побудуємо функцiю
rip(σ) за формулою
rip(σ) =
√
cosip2σ + sip2σ,
що визначає вiддаль поточної точки траєкторiй (1) вiд початку координат, вона є перiо-
дичною з перiодом Tp/4, rip(σ) = rip(σ + Tp/4), але для p = 2 rip(σ) ≡ 1. Також як i для
ромбiчних функцiй [13], для розв’язку тригонометричних задач основне значення мають
нормованi функцiї n sip(σ) = sip(σ)/ rip(σ), n cosip(σ) = cosip(σ)/ rip(σ).
Для введених функцiй мають мiсце такi функцiональнi тотожностi:
|sip(σ)|p + |cosip(σ)|p = 1, nsip2(σ) + ncosip2(σ) = 1.
Останнє спiввiдношення робить справедливими класичнi теореми синусiв i косинусiв для
плоских трикутникiв iз замiною класичних синусiв i косинусiв на функцiї n sip(σ), n cosip(σ).
Цi функцiї будемо називати узагальненими тригонометричними функцiями для замкнених
лiнiй з групою симетрiй L44РС. Для функцiй sip(σ), cosip(σ) мають мiсце формули для
значень σ, що лежать в околi точок перетину траєкторiй з осями декартових координат,
аналогiчнi формулам для колових функцiй. У подальшому знадобиться табл. 1.
Формули в таблицi є також наслiдком симетрiї лiнiй (1) з групою L44РС. Аналогiчнi
формули мають мiсце i для нормованих функцiй
nsip(σ), ncosip(σ).
3. Спосiб обчислення функцiй sip(σ), cosip(σ) для довiльного значення пара-
метра p без використання таблиць або нескiнченних степеневих рядiв. Виклю-
чення точок нерегулярностi з iнтервалу iнтегрування. Для побудови залежностi
x(σ) = cosip(σ) будемо виходити iз формули поточної довжини траєкторiї (1), як функцiї
абсциси рухомої точки
σp = −
x∫
1
K(u, p) du. (3)
Звiдси знаходимо σp = f(x). Обертаючи функцiю σp = f(x), маємо x = f
−1(σ) = x(σp).
У першому квадрантi осей Oxy функцiя σp = f(x) є монотонною, тому побудова залежностi
x = f−1(σp) зводиться до побудови графiка (3) вiдкладанням значення x по oсi ординат,
а величини σp — по осi абсцис. Далi iндекс p змiнної σp будемо опускати. Функцiя cosip(σ)
повинна будуватись як парна функцiя аргументу σ cosip(σ) = cosip(−σ). Функцiю sip(σ)
обчислюємо згiдно з формулою (1)
y(σ) = sip(σ) = ±(1− |x(p)|p)1/p, (4)
Таблиця 1
σ sip(σ) cosip(σ)
Tp
4
∓ σ cosip(σ) ± sip(σ)
Tp
2
∓ σ ± sip(σ) − cosip(σ)
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як непарну функцiю σ sip(σ) = − sip(−σ). Цю залежнiсть можна також обчислити за фор-
мулою типу (3), змiнивши в нiй iнтервали iнтегрування
σ =
y∫
0
K(u, p) du. (5)
Ця формула породжує залежнiсть σ = H(y) = H(sip(σ)), обертаючи яку, отримуємо y(σ) =
= sip(σ) = H−1(σ).
Для отримання високоточних результатiв при користуваннi формулами (3), (5) треба
виключати точки розриву функцiї K(u, p) з iнтервалiв iнтегрування. Викладемо алгоритм
такого виключення. Цей алгоритм передбачає паралельне обчислення функцiй cosip(σ),
sip(σ) з iнтегральних спiввiдношень типу (3), (5) на iнтервалах x, y, що не мiстять то-
чок розриву функцiї K(u, p) i подальшого використання рiвняння в’язi (1) для iнтервалiв
з точками розриву. За наявностi групи симетрiї порядку L44РС iнтегральнi формули вико-
ристовуються тiльки в першiй чвертi перiоду.
Нехай p > 1, тодi з iнтервалiв iнтегрування виключаємо точку x = 1. Вiдрiзок функцiї
x(σ) = cosip(σ) обчислюємо за формулою
σ =
x∗∫
x
K(u, p) du +
Tp
8
, 0 6 x 6 x∗, (6)
що продукує значення σ в зсунутому iнтервалi: Tp/8 6 σ 6 Tp/4. Функцiю sip(σ) = y(σ)
обчислюємо для величини σ в початковому iнтервалi 0 6 σ 6 Tp/8 за формулою
σ =
y∫
0
K(u, p) du, 0 6 y 6 y∗. (7)
Далi, для вiдтворення функцiй x(σ), y(σ) на iнтервалi першого чверть перiоду маємо такi
алгебраїчнi формули:
x(σ) = (1− y(σ)p)1/p, x∗ 6 x(σ) 6 1,
y(σ) = (1− x(σ)p)1/p, y∗ 6 y(σ) 6 1.
(8)
Подальшi побудови грунтуються на застосуваннi мультиплiкаторно-зсувних операцiй [14].
Так, згiдно з табл. 1 маємо
sip
(
σ +
Tp
4
)
= cosip(σ). (9)
Отже, згiдно з формулами (6)–(8) маємо функцiю sip(σ) 0 6 σ 6 Tp/2 для першого пiвпе-
рiоду. Далi, використовуючи табл. 1, маємо таку iнверсно-зсувну формулу:
sip
(
σ +
Tp
2
)
= − sip(σ), 0 6 σ 6 Tp
2
. (10)
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Рис. 3. Еквiперiодичнi гармонiки та антигармонiки для T = 2pi.
а: 1 — cos σ, p = 2; 2 — antcosσ, p = 0,56149;
б: 1 — sin σ, p = 2; 2 — antsin σ, p = 0,56149
Таким чином, функцiя sip(σ) стає вiдомою для всього перiоду: 0 6 σ 6 Tp. Функцiю cosip(σ)
для всього iнтервалу 0 6 σ 6 Tp можна обчислити суто алгебраїчним способом cosip(σ) =
= ±(1 − | sip(σ)|p)1/p, при цьому знак (+) береться для 0 6 σ 6 Tp/4 i 3Tp/4 6 σ 6 Tp;
знак (−) дiйсний для Tp/4 < σ < 3Tp/4. Формули (6)–(10) є точними, як отриманi без
застосування нескiнченних рядiв типу Тейлора.
Аналогiчнi побудови з виключенням значень x = 0, y = 0 з iнтервалiв iнтегрування ма-
ють мiсце при обчисленнi шуканих функцiй cosip(σ), sip(σ) при p < 1. Вiдмiннiсть полягає
лише в обчисленнi iнтегралiв для cosip(σ) у початковому 0 6 σ 6 Tp/8 (x
∗
6 x(σ) 6 1),
а для sip(σ) (y∗ 6 y(σ) 6 1) в зсунутому Tp/8 6 σ 6 Tp/4 iнтервалах. Алгебраїчнi форму-
ли (8) у цьому випадку дають значення шуканих функцiй в iнтервалах, що мiстять значення
x = 0, y = 0, 0 6 x(σ) 6 x∗, 0 6 y(σ) 6 y∗. Враховуючи викладений алгоритм i ви-
користовуючи ПЕОМ, побудуємо пару еквiперiодичних функцiй, що вiдповiдають перiоду
T = 2pi. Пiдставляючи у формулу (2) T (p) = 2pi, знаходимо два такi коренi: p1 = 0,5615,
p2 = 2. На рис. 3 зображенi еквiперiодичнi гармонiки sip(σ, pi), cosip(σ, pi), i = 1, 2. Як ба-
чимо, корiнь p2 вiдповiдає класичним тригонометричним функцiям: cosip(σ, p2) = cos(σ),
sip(σ, p2) = sin(σ). Неперервнi функцiї cosip(σ, p1) = antcos(σ) та sip(σ, p1) = antsin(σ) ма-
ють розривнi похiднi в трьох та двох точках на одному перiодi їх iснування. Видно також,
що отриманi пари перiодичних функцiй вiдрiзняються знаком k(σ) кривизни в кожнiй точ-
цi їх iснування.
Для подальшого використання введемо такi означення стосовно обертання дотичної
(OD).
Означення 1. OD плоскої кривої в точцi будемо називати кутову швидкiсть повороту
її вектора дотичної в точцi, яка рухається за законом x = x(t), y = y(t), де t — параметр
часу, OD = k(σ)dσ/dt.
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Рис. 4. Нормувальна функцiя rip(σ) та нормованi гармонiки для p = 0,5615: 1 — rip(σ); 2 — nacos(σ);
3 — nasin(σ)
Означення 2. Пару перiодичних функцiй, однакових за перiодами, областями визна-
чення та iснування, але протилежних за знаком OD, будемо називати функцiєю i “анти-
функцiєю”.
Отже, на пiдставi означень 1, 2 функцiї cosip(σ, p1) i sip(σ, p1) назвемо антикосинус
(antcos) i антисинус (antsin) вiдповiдно. Згiдно з формулою (1) множину кривих однако-
вої довжини при p > 1 (екстраромбiчнi кривi) i p < 1 (iнтраромбiчнi кривi) можна також
назвати функцiями i “антифункцiями”.
На рис. 4 зображенi нормованi p-гармонiки
nacos(σ) =
antcos(σ, p1)
rip(σ, p1)
, nasin(σ) =
antsin(σ, p1)
rip(σ, p1)
,
rip(σ, p1) = (antcos
2(σ, p1) + antsin
2(σ, p1))
1/2.
Як бачимо, алгебраїчна операцiя нормування негладких 2pi-перiодичних p-гармонiк функ-
цiєю rip(σ, p1) робить їх гладкими. Тому справедливе таке твердження.
Твердження. Для отримання неперервної похiдної вiд частки або добутку двох непе-
рервних функцiй iснування неперервних похiдних вiд функцiї чисельника i знаменника або
спiвмножникiв є умовою достатньою, але не необхiдною.
Розглянемо випадок p = 1, при якому K(u, 1) =
√
2 = q, i функцiю x(σ) = cosip(σ)
визначаємо безпосередньо з рiвняння (3)
σ = −q
x∫
1
du.
Звiдси маємо
x(σ) = 1− σ
q
при 0 6 σ 6 2q, −1 6 x(σ) 6 1. Тобто шукана функцiя визначена на пiвперiодi її аргументу.
Далi скористаємося табл. 1 cosip(T/2 + σ) = − cosip(σ) для будь-яких p. Отже, iнверсiя
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останньої формули i перенесення значень її лiнiї вправо на 2q дає завершальний вiдрiзок
функцiї на другому пiвперiодi
x(σ) = cosip(σ) =
σ
q
− 3, 2q < σ 6 4q.
Функцiю sip(σ) обчислюємо за алгебраїчною формулою (4) при p = 1. У результатi
отримуємо
sip(σ) =


σ
q
при 0 6 σ 6 q,
2− σ
q
при q < σ 6 3q,
σ
q
− 4 при 3q < σ 6 4q.
Функцiї sip(σ, 1) = sir(σ), cosip(σ, 1) = cor(σ) з перiодом T (1) = 4
√
2 назвемо ромбiчни-
ми, як такi, що породженi ромбоквадратом. Вони вiдповiдають єдиному мiнiмуму кривої
T (p) i не мають спряжених з ними еквiперiодичних “антифункцiй”. На множинi замкнених
лiнiй (1) функцiї sir(σ), cor(σ) постають єдиними елементарними i неповторними перiо-
дичними функцiями мiнiмального перiоду. За допомогою нормованих ромбiчних гармонiк
задачi тригонометрiї на площинi розв’язуються виключно алгебраїчним способом [13].
Таким чином, на визначенiй множинi замкнених лiнiй з групою симетрiй L44РС побудо-
вана однопараметрична система елементарних функцiй з перiодами Tp ∈ [4
√
2, 8). Показано,
що в iнтервалi перiодiв 8 < Tp < 4
√
2 кожнiй елементарнiй функцiї вiдповiдає “антифунк-
цiя”. Функцiї i “антифункцiї” мають однаковi перiоди, областi задання та iснування, але
вiдрiзняються знаком кривизни в кожнiй точцi їх iснування. Вiдкритi функцiї “антисинус”
i “антикосинус” з перiодом 2pi. Доведено, що елементарнi функцiї з перiодом 4
√
2 не мають
вiдповiдних “антифункцiй” i на визначенiй множинi замкнених лiнiй постають єдиними
функцiями.
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